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Responder a la siguiente cuestión teórico-práctica dentro del espacio provisto en la hoja. Las respuestas
habrán de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede emplear como borrador la hoja
adicional que se les ha repartido, que no deberá entregarse. No se permitirá tener sobre la mesa ninguna otra
hoja, ni libros ni apuntes de ningún tipo, ni calculadoras.

Deducir las ecuaciones diferenciales de la dinámica que definen el movimiento de una par-
t́ıcula sobre una superficie lisa f(x, y, z). Aplicarlo al estudio de una part́ıcula pesada de masa
m que se mueve sobre el paraboloide z = (x − a)2 + (y − b)2.

•
La normal a la superficie lisa viene dada por grad f =

∂f

∂r
. Si existen otras fuerzas aplicadas

F , además de la reacción normal (que será N = λgrad f), la ecuación dinámica será:

F + λgrad f = mr̈ . (1)

El problema queda planteado con las tres ecuaciones escalares (1) y la ecuación de la superficie:
f(x, y, z) = 0, para las cuatro incógnitas (x, y, z, λ).

Aplicación: El gradiente del paraboloide en un punto genérico es:

grad f =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 2(x − a)i + 2(y − b)j − k (2)

Considerando, como es habitual, que la vertical ascendente corresponde al eje z, la fuerza
correspondiente al peso de la part́ıcula es:

F = −mgk (3)

Sustituyendo (2,3) en (1) y teniendo en cuenta que además es necesario considerar la propia
ecuación de la superficie, el sistema de ecuaciones que permite calcular el movimiento de la
part́ıcula sobre el paraboloide es:

2λ(x − a) = mẍ ,

2λ(y − b) = mÿ ,

−λ − mg = mz̈ ,

(x − a)2 + (y − b)2 − z = 0 .

Nota adicional.— En el caso en que la superficie estuviese definida en forma paramétrica, r(u, w),
podŕıamos proyectar la ecuación (1) según dr, F ·dr = mr̈ ·dr; teniendo en cuenta dr = (∂r/∂u)du+
(∂r/∂w)dw y llamando Qu

def= F · (∂r/∂u), Qw
def= F · (∂r/∂w):

Qudu + Qwdw = mr̈ · dr = dT .

La expresión resultante es una ecuación diferencial en función de las coordenadas (u, v) de la superficie.
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