INGENIERO GEOLOGO - UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
Mecanica de Medios Continuos

EXAMEN PARCIAL (1 de febrero de 2003)
Apellidos Nombre N.°

FEjercicio 1.° (puntuacién: 10/30) Tiempo: 60 min.

Un sélido plano esta sometido a una deforma-
cién homogénea ¢ : X +— x, de forma que el tridn-
gulo ABC' de la figura se transforma de la siguiente
forma:

(X4} = (20 {wa}=(4-V3/2,1/2)"
(Xp}= @07 {wp) = (4+V3/2,3/2)" ¢ f
(Xc} =027 {we}=@1+2V3)

Se pide:

B a

1. Obtener las componentes del tensor gradiente
de la deformacién (F) y del tensor de Cauchy-Green por la derecha (C = F" - F).

2. Calcular la relacién de estiramiento A\ = dl/dl, para las fibras con la direcciéon AC'y AB.

3. Sea el tensor de Green-Lagrange, definido por E = %(C — 1). Se considera una fibra
elemental segin una direccién genérica dX = dlyuy — dax = dlu, definiéndose la defor-

macion axial de dicha fibra como

5 _dX - (E-dX)
Y dX - dX

Interpretar el significado geométrico de este resultado, expresandolo (de forma genérica)
en funcion de dly y dl. Aplicarlo para calcular la deformacién axial de Green Lagrange de
las fibras segun los lados AB y AC.

4. Calcular el tensor de estiramiento derecho U y el tensor de rotaciéon R que verifican la
descomposicién polar F = R -U. (Pista: U? = C). Interpretar de forma geométrica la
deformacién a través de esta descomposicién.

*.

1.— Al tratarse de una deformacién homogénea, la funciéon = ¢(X) debe ser lineal, por
lo que sus componentes seran del tipo:

T1 = T10 + o1 Xy + Xy ;
To = T2 + OZ3X1 + oz4X2 .

(1)

Se precisa obtener los 6 coeficientes (x1 9, a1, o, T2, i3, q) para lo cual basta con particularizar
para los tres puntos A, B y C. Resolviendo resulta:
3
$1:4+£X1—X2;
B )
$2:1+1X1+\/§X2 .

413exmmc.tex



Teniendo en cuenta que Fj; = z; ; = 0x;/0Xj, resulta

V3/4 -1 0 2(\/5/4 _1). o

(Al ser la deformacion plana basta con definir las sos primeras componentes de vectores y
tensores.) El tensor de Cauchy-Green resulta

c-wre = (' ]) 0

2.— Suponemos una fibra dX = dlyug — dx = dlu, con (ug,u) vectores unitarios. La
forma cuadratica que define C' tiene el significado siguiente

dx-<c.dx>=<dzouo>-<c-<dzouo>>:dloUO'(C'UO)} ~ =V (© )

= (F-dX) - (F-dX)=dz dz=d? dly

Para las fibras pedidas:

AC : e = \/(1/@ 1v?2) (1/4 O> { } % — 1,4577 ;
1
2"

AB:  Aap= \/(1’ 0) (164 2) {0} -

3.— Numerador y denominador de la expresion citada se desarrollan como

1 1 1
7AX - [(C—1)-dX] = 5[dX (C-dX)-dX - (1-dX)] = 5(dz2 —de),
dX -dX =di2 .

Resulta entonces a2 a2 1
g, _1oe 4y
a2 Y
Por tanto, el significado geométrico es la razén entre la diferencia de los cuadrados de las
distancias y el doble del cuadrado de la distancia inicial. Cuando el movimiento es rigido
dl =dly y sera £, = 0. Si E, > 0 la fibra se estira, y si £, < 0 se encoge.

Para las fibras citadas sera

1 1 /34 9
EBac=-WNie—-1)=z(=-1)==
ac = 5(Nac 1) 2(16 ) 16
1 1/1 3
Eap=-(Ng—-1D==(-—-1)=—.
ap = 5Nap — 1) 2(4 ) 8

4.— Al ser C en las coordenadas dadas diagonal, su raiz cuadrada se obtiene trivialmente:

o= ( 1) = ().



Por tanto,
® - oy - (0 V)

Mediante esta descomposicién la deformacion se puede interpretar como una distorsién o esti-
ramiento U seguido de una rotacion R:

dX — (R-U)-dX =R- (U -dX).

En nuestro caso particular, la distorsion U acorta a la mitad las fibras segin la direccién X y
alarga al doble las fibras segtin Y, siendo estas sus dos direcciones principales de alargamiento.
Posteriormente, el triangulo sufre una rotacién. El dngulo de rotacion se obtiene facilmente de
considerar la matriz de rotacion plana,

R = (e o)

Sen « COS ¥

resultando un giro de o = 30°. Por ltimo, hay una traslacién superpuesta (4,1), que no tiene
contribucion al gradiente de deformacién F'.



