ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica de Medios Continuos
EXAMEN FINAL (15 de septiembre de 2006)

Apellidos Nombre N.°
FEjercicio 3.° (puntuacién: 20/45) Tiempo: 90 min.
Parte I (10 ptos.).— Se considera un material elastico lineal e

isétropo sometido a deformacién plana, con las tensiones esquemati- 3a

zadas en la figura adjunta. Las constantes elasticas son £ = 1000a, l a3

v = 1/4. Se tomar4 el valor numérico a = 100 kPa. Se pide:

1. Expresar las componentes del tensor de tensiones. Obtener la - a
tension hidrostatica y las componentes de la tensién desviado-

ra.

2. Calcular las tensiones principales y sus direcciones. Para estas
direcciones calcular de nuevo la tension hidrostatica y desviadora.

3. Calcular las deformaciones principales y sus direcciones.

Parte II (10 ptos.).—

1. Suponiendo que el material obedece un criterio de plasticidad de Mohr-Coulomb, definido
por una cohesion ¢ = 40 kPa y angulo de rozamiento ¢ = 45°, calcular el valor de a para
el que se alcanzara la condicion plastica.

2. Suponiendo que el material se ve sometido a un estado de compresién biaxial a; (en
deformacién plana), obtener este valor para que se alcance la plasticidad.

3. Misma cuestion si el material se ve sometido a un estado de corte puro, de valor ay e
igualmente en deformacion plana.

NoTA: Criterio de Mohr-Coulomb: Fy(o) = (01 — 03) + (01 + 03) sen ¢ — 2ccos ¢ = 0.

*
Parte 1

I[.1.— Las componentes de tensiones definidas en la figura son o;; = —a, 099 = —3a,
012 = —av/3. Conocemos todas las componentes salvo la tensién perpendicular al plano de la

figura. Esta se calcula mediante las ecuaciones de la elasticidad y la condicién de deformaciéon
plana:

1+v v
g = E U—Etr(a); ez3 =0 = 0'33:V(0'11+0'22). (1)
Por tanto con los datos del problema resulta o33 = —a y
—a —a\/§ 0
lo]=|—-av3 —3a 0 |. (2)
0 0 —a
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La tensién hidrostdtica es 0,, = 3 tr(o) = —(5/3)a. La tension desviadora es
%a —a\/§ 0
o] =[o] —om[l]=|-aV3 —3a 0 (3)
0 0 %a
1.2.— La forma mas sencilla de calcular las tensiones principa-

les es a través del circulo de Mohr. Las componentes de Mohr para
el plano II, (normal al eje z) son (o, 7) = (—a,v/3a), y las de I, son
(—3a, —v/3a). Por tanto se deduce inmediatamente que el centro se
halla en 09 = —2a, el radio es R = 2a, y las tensiones principales

dentro del plano son o; = 0 y 03 = —4a. La tension perpendicular
al plano es principal y de valor intermedio entre las dos anteriores
0o = —a. El angulo que hay que girar los planos coordenados pa-
ra obtener las direcciones principales es la mitad del indicado en el
circulo de Mohr, es decir 7/6 en sentido horario.

Alternativamente podriamos haber calculado las tensiones principales a través del polinomio
caracteristico del problema de autovalores:

—a—\ —aV3 0
O=det(c —Al)=|—-av3 —3a—\ 0 |=—(a+A)[(a+NBa+A)—3a%], (4
0 0 —a — A

cuyas soluciones son
A=0;

A=—a; MN+4a\=0 = (5)
A= —4a.
Estos valores coinciden con los obtenidos antes. Para obtener las direcciones se calcularian los
vectores propios asociados a cada autovalor.
La tension hidrostatica en las direcciones principalessigue valiendo —(5/3)a (es un invarian-

te), mientras que la desviadora en estos ejes vale

a0 0 5a 00
o]=[o]—onl]=(0 of O|=(0 —Za 0 (6)
0 0 o 0 0 Za

(Téngase en cuenta que se ha mantenido la componente fuera del plano en el tercer indice de
la matriz a pesar de que la llamaramos o5.)

I.3.— Emplearemos el resultado conocido de que las direcciones de las deformaciones
principales coinciden con las de tensiones principales en la elasticidad isétropa. Por tanto la
forma mas facil de obtenerlas es emplear las ecuaciones de la elasticidad en estas componentes
principales:

1 v 1
€= —01 — E(U2 +03) = E5CW =1,25-1073,
1 v
€2=EUz—E(Us+01):O> (7)
— L= o1+ 03) = = (—da+ va) = 425107
63—E0'3 E 01 09 —E a va) = s .




Parte 11

I1.1.— Basta sustituir en la expresion del criterio de Mohr Coulomb los valores calculados
antes de tensiones principales (o1 = 0,09 = —a, 03 = —4a), resultando:
c Ccoso
=—-———— =48,28kPa. 8
“= 91 sen o ’ & (®)

(Es decir, el valor a = 100 kPa definido en el ejercicio anterior supondria la plastificaciéon del
material.)

I1.2.— En este caso las tensiones principales dentro del plano son 09 = 03 = —ay y tensién
normal al plano es o1 = v(—2a;) = —a;/2. De la expresion del criterio de plasticidad resulta:
cos ¢
a; = dc—— = —50,45kPa. 9
! 1 —3sen¢ ’ (9)

El signo negativo obtenido para a; contradice la hipdtesis realizada a priori de que el estado
biaxial era de compresiéon. Esto indica que con el dngulo de rozamiento dado el material nunca
alcanzara el limite plastico bajo compresion biaxial.

Si el estado fuera de traccién biaxial, las tensiones principales serian (07 = 0y = a1,03 =
ay/2). Aplicando en este caso la expresién del criterio de fluencia resultaria

cos ¢
=4dc——— = 36,25kPa. 10
= 3sen o ’ A (10)
11.3.— El estado de corte puro as en el plano es equivalente a unas tensiones principales
+ay giradas w/4:
a2
—
a2
- a9

La tension normal al plano es nula:
o3 =v(ag —ay) =0,
por lo que las tensiones principales valen (o7 = ag,09 = 0,03 = —ay). Aplicando la expresién

del criterio de fluencia resulta
as = ccos ¢ = 28,28 kPa.



