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Notacién indicial

En Mecéanica de Medios Continuos los objetos matematicos mas empleados son los
escalares, vectores y tensores en R3. Para trabajar con vectores se define una base de vectores
ortonormales B! = {e1,e2,e3} de forma que todo vector v € R? se puede expresar como la
siguiente combinacion lineal

vV = v1e1 + veey + v3es . (1)

Utilizando sumatorios se puede escribir la ecuacién previa de una forma mas compacta:

3
v= vaep . (2)
p=1

Sin embargo es tedioso tener que escribir constantemente el simbolo de sumatorio e indicar
sus limites, pues siempre son los mismos. Por ello se adopta la siguiente convencion: en vez
de (1) o (2) se escribe

v =Upep . (3)

En esta expresién, y en toda aquella en la que dos objetos que se multiplican tengan un mismo
indice repetido, se entendera que vpe, significa vie; +voes +v3ez. En vez del subindice p se
podria haber empleado cualquier otro, y asi

Upep = Vgeq = vi€; , (4)

por lo que el indice repetido se denomina mudo. Se dice que la expresion (3) emplea notacién
indicial o también el convenio de Einstein.

Dos vectores a y b son iguales si ape, = bye,. Esta igualdad se puede reescribir como
(ap — bp)e, = 0. Como los vectores de la base son linealmente independientes la tltima
expresion requiere que cada componente se anule, es decir, a, — b, = 0, o de otra manera

ap = by . (5)

De este simple ejemplo se deduce que cuando en una igualdad aparezca un mismo indice
en varios lugares, pero no multiplicandose, quiere decir que la igualdad es valida cuando el
indice toma el valor 1,2 6 3. Un indice de este tipo se denomina libre y puede intercambiarse
por otra letra cualquiera, siempre que no se emplee en otra parte de la igualdad. Por ejemplo,
la identidad (5) quiere expressar
a; = by
{ az = by (6)

a3:b3

Nétese que en la identidad anterior (5) no hay ningin indice mudo, pues aunque
p aparezca en ambos lados de la igualdad las componentes correspondientes no estan
multiplicando.



Cuando se trabaja con tensores de segundo orden también se emplea una base tensorial
de nueve tensores:

B ={e;Qe,e; Qe e Des,es@e;,e3Den,e3Qe3,e3De,e3Dexe3@ezt, (7)
y todo tensor T se puede escribir como
T=The ®e +Tner ey +Tize; ®ez+Triea®er + ... (8)

En este caso se observa ain mas claramente que resulta muy tedioso escribir y trabajar con
las nueve componentes de un tensor. Se podria escribir la expresion previa como

T:ZZquep®eq ) (9)

p=1q=1

pero igual que con los vectores, se adopta la convencién de que esta iltima expresion se puede
escribir simplemente como
T="Tye, e, . (10)

Como en el caso de los vectores, los indices repetidos cuyos objetos correspondientes se
multiplican expresan un sumatorio, con dicho indice tomando valores 1,2 y 3.

También como en el caso de los vectores, aquellos indices libres que aparecen repetidos en
varios lugares de una igualdad, pero cuyas componentes correspondientes no se multiplican
indican que la igualdad es valida cuando los indices toman valores 1,2 y 3. Asi por ejemplo
T;; + R;; = 7 quiere decir que la suma de cualquier componente del tensor T de segundo
order mas la misma componente del tensor de segundo orden R es igual a 7.

Las consideraciones aqui presentadas son validas también para tensores de mayor orden.
Por ejemplo:
Aijrvj = Ajgvr + Ajrva + Aizgvs
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Spqrﬂr = pqlﬂl + Squ,TiZ + SpqSEB . ( )



Empleo de notacién indicial en igualdades

Cuando se expresan igualdades de cantidades vectoriales o tensoriales se puede emplear
notaciéon compacta, indicial o matricial. De esta manera, por ejemplo, la igualdad de dos

tensores A y B se puede indicar de cualquiera de estas tres maneras:

A A Agg B1y
A=B, < Aij = Byj & Agr Azp Agz | = | B
Azr Az Ass Bs
Sin embargo no es correcto escribir:
Bi1 B2 Bis
A= Bij y ni Aij = Bgl BQQ ng , ni tampoco A=
B31 B3z Bss

Bis
Bos
Bss
Bis  Bis
Bas  DBog
Bsa  Bss

Otro ejemplo: si el vector t viene definido por ¢ = on donde o es un tensor de segundo orden
n un vector, entonces podemos reescribir dicha definicién de cualquiera de estas maneras:

tl' = Uijnj s
tiei = 0;jn;e; ,

{t} = [o]{n},

th o11 012 013 ny
to p = [ 021 022 033 ng
t3 031 032 033 ng
Sin embargo, es incorrecto escribir:
O11 012 013 n
t= 04515 y también t= 021 0922 0923 %)
031 032 033 n3



Cuadro resumen

En el siguiente cuadro se resumen las operaciones mas comunes en &lgebra y calculo
tensorial y sus expresiones en notacién indicial. En toda la tabla ¢ es una funcién escalar,
a,b, c son vectores y R, S, T son tensores de orden dos.

Operacion

Notacion tensorial

Notacion indicial

Igualdad de vectores
Igualdad de tensores

Delta de Kronecker

Tensor de permutacion

Producto escalar
Producto vectorial
Suma de vectores

Suma de tensores
Producto tensor, vector
Producto tensor trans., vector
Producto tensor, tensor
Producto externo

Doble contraccion

Traza de un tensor
Determinante

Gradiente de f. escalar
Gradiente de f. vector
Divergencia de un vector
Divergencia de un tensor

Rotacional de un vector

a=>b
T=S
1 sii=j
0 sii#j
siijk = 123,231 6 321

siijk = 213,132 6 312
si hay algiin indice repetido.

a-b
a=bAc
a=b+c
R=S+T
b=T:-a
b=T" . a
R=S-T
T=a®b

S:T

tr(T)

det(T)
a = grad [¢]
T = grad [a]
¢ = div|[a]
a = div [T]
b = rot [a]

ap = by

Tpq = Spq

a; = €ipgbpcy
a; = b; + ¢
Rij = Sij + Ty

bi = Tipap
bz‘ = Tpiap
Rij = SipTy;
Tij = ab;
SpaTpq
Thp
€ijk 11T T3y
a; = ¢
Tij = aij
QS = Q4
ai = Tipp
bl = eijka],k



Resumen de reglas practicas de operacion indicial

)

. 1. . . . 1. e, . . . 3
Un indice, por ejemplo p, repetido en una multiplicacién, indica un sumatorio szl de
los términos en la multiplicacion:

apbp = a1by + asby + agbs .

El par de indices repetidos y multiplicindose se pueden cambiar de letra, siempre que no
se utilice en otra parte de la expresién:

apby + ¢ = agby + ¢ = azby +cy .

Cuando uno de los indices repetidos en una multiplicacion pertenece al una delta de
Kronecker basta con reemplazar el indice repetido por el indice libre en la delta:

QipOpj = @ij -

Un indice que estd repetido, pero no entre los factores que se multiplican, no se sustituye
por un sumatorio
bi+ci #bi+c1+ba+co+bs+cs.

Uno o mas indices libres (que no estdn multiplicados por otros factores que tengan esos
mismos indices) indican 3 ecuaciones independientes por cada indice:

v=a1+3
Ui:ai+3:>{7)2:a2+3
vy =as3+3

Un indice nunca puede aparecer repetido més de una vez en una multiplicacién. Puede
aparecer mas de dos veces si es en sumandos distintos, pero no es recomendable pues
puede llevar a confusién:

v;SpiWj; = Incorrecto !!
v;Spi Wi, + a;b; = Correcto, pero no recomendable

v;Spi Wi + ambyn, = Correcto

Un tensor ortogonal es aquel que tiene la propiedad AAT = AT A = 1. En indices:

AipAjp = ApiApj = 0ij



